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Résumé :
Nous étudions par simulation numérique (de type « éléments discrets») les propriétés géométriques et élastiques
d’assemblages de grains sphériques obtenus par différents protocoles de préparation : compression isotrope de
« gaz granulaires », vibration de configurations denses, dépôt sous gravité. Nous montrons que le nombre de coor-
dination des contacts portant les forces, inaccessible à l’expérience, peut varier indépendamment de la compacité
et constitue le paramètre déterminant pour les propriétés élastiques qui, elles, sont mesurables en laboratoire.
La comparaison de valeurs numériques et expérimentales pour les modules élastiques des billes de verre, encore
partielle, donne un bon accord.
Abstract :
Geometric and elastic properties of packings of spherical grains are studied by discrete element numerical simula-
tions, using different assembling methods: isotropic compression of “granular gases”, vibration of dense config-
urations, deposition under gravity. The force-carrying network coordination number, which cannot be measured
experimentally, is shown to be the essential parameter determining the elastic properties, which are accessible in
the laboratory. Some partial comparisons of numerical and experimental values of elastic moduli of glass bead
packings yield yield a good agreement.
Mots-clefs : matériaux granulaires ; élasticité
1 Introduction
La simulation numØrique discrŁte est devenue une technique d’emploi courant dans l’Øtude
des propriØtØs mØcaniques des matØriaux granulaires (García Rojo et al. 2005; Roux & Chevoir
2005), en particulier pour explorer les origines microscopiques, à l’Øchelle des grains et des
contacts, de leur comportement mØcanique macroscopique. Une difcultØ fondamentale dans
l’Øtude des matØriaux granulaires en rØgime solide est la mØconnaissance des Øtats initiaux, qui
dØpendent de la mØthode utilisØe pour fabriquer les Øchantillons. Les simulations numØriques
dont nous rapportons ici briŁvement les rØsultats portent sur les propriØtØs Ølastiques de matØ-
riaux constituØs de grains sphØriques, dont on Øtudie les relations à la microstructure rØsultant
du processus d’assemblage initial. Les paramŁtres du modŁle Øtant dØcrits au §2, nous prØsen-
tons au §3 les Øtats rØsultant de diffØrentes mØthodes d’assemblage, dont les modules Ølastiques
sous connement isotrope croissant sont ØvaluØs (§4) et comparØs aux donnØes expØrimentales
(§5), avant une brŁve conclusion (§6).
2 Matériau modèle
On considŁre des assemblages de billes identiques de diamŁtre a, auxquelles on attribue les
propriØtØ Ølastiques du verre : module d’Young E = 70 GPa, coefcient de Poisson ν =0,3.
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2.1 Lois de contact
Les forces de contact intergranulaires sont d’origine Ølastique, frictionelle et visqueuse. La
loi de Hertz (Johnson 1985) relie la force normale Ølastique FN à la dØexion normale Ølastique




















tandis qu’une version simpliØe de celles de Mindlin et Deresiewicz (Johnson 1985) attribue
aux contacts une raideur tangentielle incrØmentale fonction de h ou de FN :
dFT = KTduT , avec KT =
2− 2ν
2− ν KN (2)
Cette relation entre incrØments de force tangentielle FT et de dØplacement relatif tangentiel uT
doit Œtre modiØe, le cas ØchØant, pour prendre en compte la condition de Coulomb avec le
coefcient de frottement µ, pris Øgal à 0,3 dans nos calculs, en projetant FT sur le cercle de
rayon µFN dans le plan tangent. De plus, on doit rØduire le module de FT en proportion de la
rØduction de la raideur tangentielle lorsque FN diminue, comme suggØrØ par Elata & Berryman
(1996), pour Øviter toute incohØrence ØnergØtique. Enn, la force tangentielle doit suivre la
matiŁre dans son mouvement. On suppose que son intensitØ se conserve dans le roulement et le
pivotement, et que sa direction subit la rotation du vecteur normal dans le roulement, et tourne
autour de celui-ci avec le taux moyen de pivotement des deux grains en contact. Ceci assure
l’objectivitØ (Kuhn & Chang 2006).
Une contribution supplØmentaire visqueuse à la force de contact introduit 2 paramŁtres sans
dimension αN , αT , dØnis comme les rapports (pris constants) des coefcients d’amortisse-
ments normal et tangentiel à leurs valeurs critiques dans le contact Ølastique linØaire dotØ des
mŒmes raideursKN etKT . On a pu vØrier que αN et αT n’ont aucun effet sur le comportement
en rØgime quasi-statique (Roux & Chevoir 2005), mais ils inuent en revanche sur le rØsultat de
certains processus d’assemblage (Emam et al. 2005).
2.2 Démarche des calculs et paramètres de contrôle
Les modŁles mØcaniques de contact faisant intervenir un nombre important de paramŁtres
il est utile de recourir à l’analyse dimensionnelle. Les paramŁtres sans dimension les plus
inuents sur le comportement mØcanique macroscopique, lorsque l’on soumet le matØriau à un
taux de cisaillement ˙ en contrôlant une certaine pression de connement P s’avŁrent Œtre le
nombre d’inertie I (da Cruz et al. 2005), caractØrique de l’importance des effets dynamiques,
et le niveau de raideur κ, qui quantie l’importance des dØexions normales h aux contacts
relativement au diamŁtre des grains (h/a ∝ κ−1). Ces nombres s’Øcrivent :









La mØthode des ØlØments distincts, ou dynamique molØculaire (Roux & Chevoir 2005), consiste
simplement à intØgrer les Øquations de la dynamique d’une collection de corps solides indØfor-
mables (les dØformations des grains sont connØes aux rØgions de contact). Il s’agit d’un calcul
dynamique, la limite quasi-statique devant Œtre approchØe pour I → 0.
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3 Méthodes d’assemblage
Nous avons fabriquØ des Øchantillons numØriques comprenant typiquement 4000 à 10000
billes identiques, par diffØrents procØdØs dØtaillØs ailleurs (Emam et al. 2005; Agnolin & Roux
2006) et dont nous ne rappelons ici que les grandes lignes et les rØsultats essentiels. Nous as-
semblons les grains dans une conguration d’Øquilibre sous une pression isotrope P0, et nous
mesurons la compacité Φ, la proportion x0 de grains flottants, ne portant pas de force, le nombre
de coordination ζ∗ du rØseau des forces  nombre moyen de contacts par grain non ottant.
Dans le cas d’un assemblage en prØsence de gravitØ la texture obtenue est anisotrope mais pos-
sŁde la symØtrie de rØvolution autour de la direction verticale. Cette anisotropie, dite inhØrente,
est caractØrisØe par les Øcarts aux valeurs isotropes 1/(2k) des moyennes µ2k = 〈cos2k θ〉 sur
l’ensemble des contacts, qui dØterminent le dØveloppement en polynômes de Legendre de la
distribution des orientations en fonction de cos θ, oø θ est l’angle du vecteur normal au contact
avec la verticale. Le tableau 1 donne les caractØristiques des diffØrents Øtats initiaux prØparØs
sous contraintes isotropes.
Un premier procØdØ est la compression directe isotrope, dans lequel un gaz granulaire, en
l’absence de gravitØ, est comprimØ jusqu’à l’Øquilibre mØcanique dans une cellule de taille
variable. Il est classiquement utilisØe dans les simulations (Thornton 2000) pour obtenir des
Øtats denses si on rØduit le coefcient de frottement µ à zØro (lubrication parfaite, Øtat notØ
A) ou bien à une valeur faible (lubrication imparfaite, B). L’Øtat A est classiquement appelØ
Øtat dØsordonnØ de compacitØ maximale (Φ ' 0.639). Dans la limite rigide κ → +∞ ζ ∗ vaut
6 (Roux 2000), et les congurations obtenues rØalisent des maxima locaux de la compacitØ sous
contrainte de non-interpØnØtrabilitØ. L’Øtat B en est une perturbation, avec une rØduction sen-
sible de la densitØ (φ ' 0,625) et une moindre coordinence. L’usage de la valeur nale µ = 0,3
pendant la compression, si on cherche à diminuer la vitesse de compactage rØduite I (nous avons
imposØ I ≤ 10−3), produit des Øtats sensiblement plus lâches notØs D. Enn, il est intØressant
d’Øtudier l’effet d’une vibration des grains, idØalement supposØe ouvrir tous les contact à partir
d’un Øtat dense, et suivie d’une compression nale avec la valeur dØnitive µ = 0,3 jusqu’à
Øquilibre sous P0. Ce procØdØ notØ C, obtenu par lØgŁre dilatation, vibration et recompactage
des Øtats denses A, prØsente cette particularitØ remarquable que la compacitØ est presque maxi-
male (proche de celle de A) mais le nombre de coordination aussi faible que dans les Øtats les
plus lâches1 (D). DensitØ et coordinence ne sont donc pas liØes en gØnØral. Entre les Øtats B et
C, Φ et ζ∗ varient en sens inverse. Les Øchantillons de billes en laboratoire dont la compacitØ est
proche de la valeur maximale des Øtats dØsordonnØs ont-ils un nombre de coordination proche
de 6 (comme A) ou proche de 4,5 (comme C) ? MalgrØ les performances des techniques de to-
mographie, le nombre de coordination dans un assemblage de grains sphØriques semble encore
inaccessible aux mesures : ainsi les rØsultats de Aste et al. (2004) sont entachØs d’une imprØ-
cision de l’ordre de 0,05 a sur les distances entre sphŁres voisines, et c’est pour des distances
plus courtes que les Øchantillons numØriques A et C se distinguent. Ces Øtats A à D, idØalement
isotropes, ne prØtendant pas modØliser quantitativement des procØdØs d’assemblage expØrimen-
taux, nous avons simulØ le procØdØ de pluviation contrôlée, utilisØ en laboratoire (Benahmed
et al. 2004). Il consiste à dØposer les grains sous gravitØ, de telle sorte que la hauteur de chute
H au-dessus de la surface libre du massif en cours de fabrication ainsi que le dØbit massique par
unitØ d’aire Q soient maintenus constants. Cette mØthode prØpare les billes dans des Øtats plutôt
1Les densités les plus faibles sont en fait obtenues en introduisant une cohésion capillaire (Richefeu et al. 2006) entre les
grains–procédé analogue au « damage humide » en laboratoire (Benahmed et al. 2004). L’effet des forces cohésives est alors,
si a est supérieur à 1/10 mm, rapidement domniée par le confinement lorsque P augmente dans la gamme des kPa, et on peut
supprimer ces forces à haute pression, pour ensuite décomprimer. On se retrouve alors avec des états plus lâches que D, mais
sans diminuer la coordinence, que nous n’étudions pas plus avant ici.
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Procédé Φ ζ∗ x0 (%) µ2 − 13 µ4 − 15 P0 (kPa)
lubrification (A) 0.637± 0.003 6.074± 0.0015 1.3± 0.2 0 0 10
lub. imparfaite (B) 0.6271± 0.0002 5.80± 0.007 1.65± 0.02 0 0 10
vibration (C) 0.635± 0.002 4.56± 0.03 13.3± 0.5 0 0 10
compression (D) 0.5923± 0.0006 4.55± 0.01 11.1± 0.4 0 0 1
pluviation (P1) 0.606± 0.002 4.87± 0.01 5.6± 1.1 0.024 0.048 20
pluviation (P2) 0.638± 0.001 5.10± 0.02 4.6± 0.9 0.018 0.012 20
TAB. 1 – Caractéristiques des états assemblés par différents procédés sous chargement isotrope, à la
pression de confinement P0 la plus basse (correspondant à κ entre 24000 et 180000).
denses, qui dØpendent sensiblement des coefcients αN et αT (Emam et al. 2005), en sus des





. On Øtudie ici deux Øtats numØriques P1 et P2 obtenus de la sorte, pour lesquels on
a appliquØ juste aprŁs l’assemblage une pression isotrope dominant la gravitØ, que l’on a alors
supprimØe (c’est pourquoi on trouve des grains ottants). On observe alors une corrØlation po-
sitive entre Φ et ζ tandis que l’anisotropie tend à dØcroître lorsque Φ augmente. Φ croît avec
H∗, et diminue si on augmente Q∗ (Emam et al. 2005).
4 Modules élastiques : résultats numériques
Une fois assemblØs les Øchantillons numØriques sont soumis à une compression isotrope, P
augmentant jusqu’à des valeurs ØlevØes dans le cas des systŁmes A à D (nous supposons la loi
de contact inchangØe), la valeur de I est limitØe à 10−3. Des congurations prØcisØment Øquili-
brØes sont prØparØes à diffØrentes niveaux de pression P . Pour Øvaluer leurs modules Ølastiques,
nous construisons alors la matrice de raideur2 associØe au rØseau des contacts et nous rØsolvons
le systŁme linØaire correspondant à l’application d’incrØments de contraintes macroscopiques.
Ls rØsultats des systŁmes A à D, pour lesquels il suft de mesurer le module de compression
isotrope B et le module de cisaillement G, sont prØsentØs sur la gure 1. Il en ressort immØdia-
tement, puisque les rØsultats sØparent les Øtats A et B d’une part, et C et D d’autre part, que c’est
la coordinence, beaucoup plus que la densitØ, qui dØtermine les modules (voir le tableau 1). on
observe de plus une augmentation des modules avec P un peu plus rapide que la loi P 1/3 qui se
dØduit simplement de (1), en raison de l’augmentation de la coordinence, mais aussi dans le cas
des modules de cisaillement des Øtats C et D, du faible degrØ d’hyperstaticitØ des structures de
contact de ces systŁmes à basse pression (Agnolin & Roux 2006; Wyart 2006).
L’anisotropie inhØrente des Øtats fabriquØs par pluviation donne, sous contraintes isotropes,
un tenseur de constantes Ølastiqes ave la symØtrie isotrope transverse, dont nous avons ØvaluØ
numØriquement tous les ØlØments. Les modules longitudinaux dans la direction verticale sont
supØrieurs (C11) (typiquement de 10%). Le module de cisaillement est Øgalement plus ØlevØ
dans un plan vertical (les rapports C55/C44 et C11/C22 ont des valeurs similaires). En outre,
comme pour G dans les systŁmes isotropes peu coordonnØs C et D (Fig. 1), on observe une
valeur plus faible de C55 et C44 à basse pression et une augmentation plus rapide avec P .
2En toute rigueur cette matrice dépend de la direction des incréments de contrainte et il n’existe pas de vrai domaine
élastique, en raison de la loi de contact. Toutefois on peut vérifier (Agnolin & Roux 2006) que sous contrainte isotrope la simple
utilisation des raideursKN etKT données par (1) et (2) dans tous les contacts, ce qui donne un comportement élastique, fournit
une très bonne approximation des relations incrémentales entre contraintes et déformations dans toutes les directions.
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(a) B fonction de P (b) G fonction de P
FIG. 1 – Modules élastiques des états isotropes A, B, C et D à pression de confinement P croissante.
5 Modules élastiques : confrontations expérimentales
(a) VP fonction de P (b) VS fonction de P
FIG. 2 – Vitesses des ondes se propageant verticalement dans les échantillons numériques et expérimen-
taux. Les résultats numériques pour les états P1 et P2 sont en vert, ils sont encadrés par les résultats
extrêmes (en noir) des échantillons isotropes les mieux (A) et les moins bien (C) coordonnés. SD = ré-
sultats obtenus au LGeM, JM = résultats de X. Jia et P. Mills à l’université de Marne-la-Vallée, avec
échantillons de billes sèches ou lubrifiées.
Nous disposons de rØsultats expØrimentaux pour la vitesse des ondes se propageant dans
la direction verticale sur des Øchantillons fabriquØs par pluviation (Sharipour 2006), à deux
densitØs diffØrentes proches de celles des Øtats P1 et P2. Les vitesses des ondes P (longitudi-
nales) et S (transversales) sont respectivement VP =
√
C11
ρmΦ(1−x0) (C11 = B+ 4G/3 dans le cas
isotrope) et VS =
√
C55
ρmΦ(1−x0) . La comparaison aux calculs numØriques donne un bon accord
pour VP , tandis que la simulation semble surestimer le module de cisaillement, dont la valeur
expØrimentale reste toutefois encadrØe par les valeurs numØriques extrŒmes des Øtats isotropes.
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Les rØsultats de Jia & Mills (2001), repris par Agnolin et al. (2005), Øtant obtenus sous con-
nement domØtrique plutôt qu’isotrope, une comparaison directe est un peu plus dØlicate. Il est
toutefois remarquable que ces auteurs ont obtenu des matØriaux moins denses mais de modules
plus ØlevØs, par rapport aux systŁmes densiØs par vibration, en lubriant lors de l’assemblage,
ce qui est conforme aux observations sur les Øtats numØriques B et C. On peut donc attribuer
ces observations à un moindre nombre de coordination des systŁmes compactØs par vibration
(ou « tapotements »), mŒme si leur densitØ peut approcher de la valeur maximale.
Enn, des donnØes de Kuwano & Jardine (2002) pour les modules de cisaillement des Øtats
anisotropes transverses (plutôt lâches) de billes de verre sous connement isotrope sont portØes
sur la g. 1(b) (se sont les pointillØs bleus marquØs KJ), et sont proches (C44 et C55 diffŁrent
peu) des rØsultats numØriques pour les systŁmes de faible coordinence.
6 Conclusion
Les Øtats sous connement isotropes issus de diffØrentes mØthodes d’assemblages numØ-
riques se caractØrisent par un nombre de coordination ζ∗ (hors ottants) entre 4,5 et 6 à basse
pression et Øventuellement une anisotropie de texture (assez modØrØe) due au rôle de la gra-
vitØ. Le rØsultat essentiel est que les modules Ølastiques donnent accŁs à ζ ∗ . Ils sont aussi
(modestement) inuencØs par l’anisotropie. Ils se comparent bien aux rØsultats expØrimentaux,
surtout pour les modules longitudinaux dans la direction verticale. L’explication des diffØrences
restantes, les congurations numØriques Øtant affectØes par le modŁle de dissipation visqueuse
dont la pertinence physique n’est pas totalement assurØe, devra s’appuyer sur des mesures plus
complŁtes donnant accŁs à l’ensemble des modules Ølastiques.
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